DAEU B

UNIVERSIT

DE PAU ET DES
PAYS DE L'ADOUR

Session de JUIN 2004 Matiére : MATHEMATIQUES

§Sewice Commun Durée : 3 heures
. de la Formation ’

‘ Continue

PROBLEME 1 : (8 points)

Partie A : Soit f la fonction définie sur o ; +oof par f(z) =2z — 1+ 1In (;—f_—l) .

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ; Z) ?) (Unite
graphique : 2 cm).

1°) Calculer la limite de f en 0F.

2°) Calculer la limite de f en +o0o. Démontrer que la droite (D) d’équations y = 2z — 1 est
asymptote a (C).

Préciser la position relative de (C) et (D).

3°) Calculer la dérivée f' de f et dresser le tableau des variations de f.

4°) Démontrer que I’équation f(z) = 0 admet une solution unique . Donner un encadrement
a 107! prés de a.

5°) Construire (C) et (D).

Partie B :

’ 3
1°) Calculer a I'aide d’une intégration par parties I = / In(z) dz.
1

3
2°) Calculer a Paide d’une intégration par parties J = / In(z+1) dx
1

on pourra utiliser 'égalité d 1 1
ra T a =1-
P € z+1 z+1
1<z<3

3°) Soit le domaine plan, ensemble des points M(z,y) vérifiant flz) <y <2r—-1

Calculer son aire A en cm?.

Partie C :

On considere la suite (u,),en définie pour les entiers strictement positifs par

Up =20 —1— f(n).

1°) On pose Sy, = u3 + ug + .... + un.
Ecrire les valeurs de u;, ug, uz, us. En déduire la valeur de S,, en fonction de n. Quelle est
la limite de S,, quand n tend vers +co 7
2°) On pose T, = Upyy + Upy2 + ... + Usy.
Calculer T,, en fonction de n, puis sa limite quand n tend vers +co.




PROBLEME 2 : (12 points)

Ii s’agit dans ce probléme de donner une valeur approchée de la solution « de I’équation f () =0
ot la fonction f est définie sur

]—o0 ; +oofpar f(z) =z -1+ x>

On notera (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormal (O DL 7)

(Unité graphique ; 2 cm).

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire.

On pose sur |—co ;400 ,g(z) =1+e % —ze ™=

a) Calculer la dérivée ¢’ de g, montrer que ¢’(z) a le méme signe que (z — 2).
b) Tracer le tableau des variations de g. Calculer g(2).

c¢) En déduire le signe de g sur R.

Partie B : Etude et courbe représentative de f.

a) Déterminer la limite de f en -—oo0.

b) Déterminer la limite de f en +oco.Montrer que la droite (D) d’équation y = = — 1 est
asymptote en +00 & (C). Préciser selon les valeurs de z, la position relative des courbes (C) et (D).

c) Calculer la dérivée f’ de f.Déduire de la partie A que f’(z) > 0 pour tout z de R. Construire
le tableau des variations de f.

d) La courbe (C) admet en un point A une tangente paralléle a la droite (D). Déterminer les
coordonnées de A, en déduire I’équation de la tangente (T) en A 4 (C).

e) Construire la droite (D) a (T) et la courbe (C).

f) Dire pourquoi : I’équation f(z) = 0 admet une unique solution a, avec a € [0, 1] .

Partie C : Recherche d’une approximation 2 1076 preés de a.

a) Démontrer que sur R, résoudre f(n) =0 équivaut i résoudre z = : fez . On posera, par la
. e’
suite, h(z) = Tre
b) On étudie h(zx) sur P'intervalle 7 = [0,1].
1°) Calculer la dérivée h’ de h. En déduire le tableau des variations de h sur [0;1].
2°) Montrer que si z € [0,1] alors h(x) € [0,1].
e* 1 —(1-¢)
(1+e)2 4 a(l+e)?
4°) Montrer que quel que soit t € [0,1]}, on a |h(t) — h(a)] < % |t —qaf.
P . . up =10
c) On définit la suite (u,), . par: { Uy = h ()
1°) Montrer que, pour tout entier naturel n, u, € I.
2°) Justifier, pour tout entier naturel n, I'inégalité : Junyy — o < % juy — @|. En déduire que
lona: |Ju, —al| < (;Il)n.
3°) Montrer que la suite (u,), .y converge vers a.
4°) Déterminer le premier entier p, a partir duquel on est certain que Up,, est une valeur

approchée & 1076 preés de a.
A Yaide d’une calculatrice, donner la valeur de Upg -

, ainsi ar est 'unique solution de i(z) = z, c’est-a-dire h{a) = a.

En déduire que O < W/ (z) <

|

3°) Montrer que

pour tout entier naturel.




BACCALAUREAT, SERIE S ) )
ENSEIGNEMENT OBLIGATOIRE ET ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
(Version p0(; )

I. COMBINATOIRE - DENOMBREMENTS

Soit E un ensemble de n éléments
Nombre de sous-ensembles de Délémentsde E -

ol 2/ = I1x2x3x---xmr ; 01 = |

Cr=Cre: Chl=cricr

II. PROBABILITES

Si A et B sont incompatibles : (4L B) = P(4)+ P(B)
Dans le cas général : P(AU B)= P(A4)+ P(B)- P(AnB)
AA)=1-pP(4) : PO)=1 P(@)=0

n
Si 4y,---, 4, forment une partition de 4, P(4)= ZP(A,-)
i=1

Card 4
Card QO

Probabilité conditionnelle de A sackans que B est réalisé

. P(AnB)=P(4 B)P(B); P(A18) se note aussi Pg(4)
Cas o 4 et B sont indépendants : P(4nB)= P(A)P(B)

Dans le cas équiprobable : P(a)=

Voriable aléatoire

Fonction de répartition : Fx)=PX < x)

n
Espérance mathématique - E(x)= Zp,- x,

=1

Variance : ¥(X) = ip,. (_r,. - E(X))z =ip,-x,.z —(E(X))Z

i=1

Ecart type o(X) = \/V_(;j

III. ALGEBRE

A. NOMBRES COMPLEXES

Formg algébrique :z=x+iy
Forme trigonométrique : == p(cos O +isin 6) = pe'g. p>0

- - -
Mz)| OM=xu+yv
Q —_ -
A p OP =x = Re(z) =pcos 8
v 0 OQ=y=9m(z)=psing
O ;; i P OM:p:lzl:JXz +y2~
Opérations algébrigues

242 = (x+9)+(x"+5) = (x+x) +i(y+)
z'= (x+h)x"+5) = (=" +il +xY)

Conjugué
z=x+iy=pe- ; Z=x-—ip=pe

2
z4z2'=3+7 ; ='=FT
zf:x‘«x»yz:}:r
1 z x . - 1 -
—.:-—_—: 3 +1 2 yZ = e 9
Z ZZ xT 4y x" +y 1 54

Module et argument d'uns produit, d’un quotient

;ZI = (pelﬂ)(p-eia‘) = pp-el'(gfe’)

Inégalité iriangulaire
H-Fl <l < ek

B. IDENTITES REMARQUABLES
(valables sur © et donc sur R)

(a+8)’ =a’+2ab+b* ; (a-8) =a® -2ab+b?
(a+b)3 =a’+3a%b +306% 37 -

(a-8)° =a’ - 3a%b +3a87 - b°

(a+8)" =a"+Cla" b+ .3 Cra"te* + - 48"

a’ - p? :(a+b)((14b) . al b2 :(a+ib){a~ib)




C. TRIGONOMETRIE

D. EQUATION DU SECOND DEGRE

Soient a, b, ¢ des nombres réels, a=0,et A = b? ~4ac,

OP = cos@
RN M L'équation az? +bz+¢ =0. admet :
F T TN — . . ,
: Q R 0Q = s5ing - st A > 0, deux solutions réelles
o\ Q = sin
/ A\ ~b+Ja otz o b=V2
H e ' | = Iy = ——
L e 2 in2 2a 2a
i cos” @+sin“ @=1 .
\. °© F /' - si A = 0, une solution réelle double
\ . b
\ tan = sz. 9$§+kx H=n =3
- cos ..
\T/ - si A <0, deux solutions complexes conjuguées
_-b+i-A etz = —27IV-4
! 2a 2 2a
Formules d'Euler Dans tous les cas : az” +bz+c = a(z~2)(z-15).
cosf = —l-(eie +e'ia) ; sin@= —l(eia - e'w) Zy+2zy =-—, 17, = <
2 2i a a

Formules d'addition

E. SU]TE:S‘ARHMHQUE& SUITES GEOMETRIQUES
iford) o iy
e =€ &

(fornules valables sur € et dooe sur R)

cos(a +b) = cosacosbh—sinasinb

cos(a—b) = cosacosb +sina sinb Suites arithmétiques

Premier terme u, ; U=, +a ; u =uy+na

sin(a +b) = sinacosb+cosasinb

. n(n+l)

;in(c—-b)=:r’nacosb—cosa.rinb 1+2+4---3n= >

1 -
an(a +5) = ana+fanb - tan(a—b): tana—tanb

l-tanarwanbd Y+wnawnd

' Suites géométrigues
0520=F032 a-sin? a=2co:2a-l =F~2sin? a Preamier terme Uy 5w, =b"n ;ou, =uob"
in2a=2sinacosa . 2 . -5
] . Sib=1l, S, =1+b+5"+--- 45" = 5
2 L. 2 1-

25 a=-2—(1+6052a),5m a=3(|-COS20) Sib=1, S, =n+1

Heurs remarguables

n n 113 T
0 L A LA -

6 4 3 2

sin 0 —l— £ [3_ 1 0
2 2- 2

cos 1 ﬁ £ —I 0 -1
2 2 2

ton 0 3 I V3 0
3

mues de Moivre et applications
. n .
T tout entier naturel non nul n, (e“g) = e"?

. - n - -
encore (c056’+15m9) =cosnB+isinnd




IV. ANALYSE

A. PROPRIETES ALGEBRIQUES DES FONCTIONS USUELLES

1. Fonctions logarithme et exponentielle

Inx ':.J'xﬂ (I> 0) Si I G]*m,'*‘m[ ct y E]O,+co[, ax - exlna (a> o)
e y=expx=¢’ équivauti x=Iny Inx
= logx =
Inl1=¢0 \ 10
- e =1
et a+h a b (ea)b =eab
Inab=Mna+Ind e " =ge
X
In£=lna—-lnb &b _i Ina” =xina
b = eb

2. Fonctions puissances

o
x =1

LIMITES USUELLES DE FONCTIONS ETDE SUITES
1. Fonctions

Comportement a I'infini

lim Inx =+

X PO
lim &' =+
X0
Iim & =0
X—r—
Sia>0, lim x* =40 ; sia<0, lim x*=0

X400 Pone I -~
Croissances comparées a I'infini
X
. e
lim — = 4w
X—p+z X
lim xe* =0
X—3—~0D
. Inx
lim — =0
T4+ X
. . e
Sia>0, lim — =1
x>0 x&
Sia>0, lim x%e* =0
X340
. . Inx
Sta>0, Iim —-=0
x40 %

2. Suites

Sia>0, lim n =+w ; sia<0, lim n? =g
n—+<0 n—» 40

Sta>1, Iim a"=+co; si0<a<l, lima’=0
R—PH+<0 7—> <0

-
Sine N, x [0, +of ety € [0, +wof,
y=%x équivauti x=y"

Comportement a l'origine

Iiminx = -

x—0

Sia>0, limx*=0: sia<0, linmx% =+

x—0 x—0

Comportement & l'origine de In(1 + x), e*, sinx, (1+x)*

h—0 h

e" -1
lim =1
h->0 h

sinh

Iim
hs0 h
(1+h)° = 1+ ah+ helh)

L h)=0
yim <t)

(a:O)

g

. . a
Sia>0eta>1}1, lim —= 4o
”-')"’Qna




C. DERIVEES ET PRIMITIVES (Les formules ci-dessous peuvent servir & la fois pour calculer des dérivées et des primitives)

1. Dérivées et primitives des fonctions usuelles

) fx) Intervalle de validité
k 0 J-eo, +co{
x 1 ]-co,+co[
" nelN’ nx™! ]'°°‘+°°[
1 1
—~ — J-0,0[ ou ]0,+uo[
X x
1
—. ne N° __Tn” J-,0[ ou ]0.+°°[
x x
1
\/; —— 0, 4+
s J0,+of
x* e R ax®-1 J0.+eof
Inx 1 Jo,+eof
x
e’ e* ]—co,+uo[
cos x —-sinx ]-—co,+eo[
sinx cos x ]- co_+co[

D. CAICUL INTEGRAL

Formules fondamentales

Si'F est une primitive de £, alors Jj’(t)dl = F(b) - F{a)
Si g(x)= f}(t)dt »alors g'(x) = f(x)

1&-1(e)= [ (e

Formule de Chasles

J:f(:)d:: j:}(,)m J;}(r)dl
J:f(:)dt =~ J:f(t)dr

Linéarité
J:(“f(’)*ﬁg(’»d’ =a E(I)duﬁfg({)d/

E. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

2. Opérations sur les dérivées
(2+v) =u'+v"
(ba) =k

r
(w) =u'v+ v’
u 2
¥l
(u) u'v~uy’
v »2

(Vn;l)’ = (v'ou)u'

’
(ell) - ellun

» ’
u . . ..
(fnu) =—, ua valeurs strictement positives
u

2

(ua) - m‘a—lu.

Positivite

Sia< bet £>0,alors Jj’(r)dr >0.
a

Intégration d'une inégalité
Sia<bet 7< g, alors f}(l)dl < f (r)at
a a

Sia<beam<sf< M,
alors m(b—a) < Jd}'(z)dl < M(b-—a)
Valewr moyenne de fsur [a, b] - B_]_ Jj’ (¢)a:

Int€gration par parties

[ = o - [itopoa

Solutions sur Jeo, o]

Equations

S(x) = k™

f{x)= Acosax + Bsinax




